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コブ=ダ グラス型効用関数の場合の消費者均衡理論
小樽商科大学商学部経済学科 鵜 沢 秀
0.は じ め に
科学 ・技術 ソフ トウエアシステムMATHEMATICA1)には非常に多 くの組
み込み関数があ り2),また標準パ ッケージを用いることができる。数値計算だ
けでな く,数式処理が簡単にできる特徴を持つ。た とえば,記 号を含んだ式の
形を保 ったままで関数を微分 したり,積分 した りすることが容易にできる。 ま
た,2次 元グラフはもちろん,3次 元画像を比較的簡単に作成,か つ表示でき
る。しかも後から任意の範囲,見る角度などを変えたいときは,適切なパラメー
タを若干変えることで実現で きる。
筆者はこれまでMATHEMATICAの持つ,こ のような技法を用いて,産 業
組織論で扱われる,ク ールノー均衡やシュタッケルベルク均衡を3次 元画像の
アニメーションとして表示する試みを続けてきた3)。
この小論では,ミクロ経済学の1分 野である,消費者均衡理論を取 り上げる。
本論は次のような構成からなる。まず,第1節 では消費者均衡の問題を定式化
1)MATHEMATICAはStephenWolframに よ り,最 初 は科 学 計 算 を 目的 に 開 発 さ
れ,1988年に リ リ ー ス さ れ た 。 現 在 で はStephenWolframに指 導 さ れ た,Wol-
framResearch,Inc.によ り 開発 が 進 め られ,金 融 工 学 を含 む 多 方 面 へ の 応 用 が 可
能 な 数 式 処 理 シ ス テ ム と な っ て い る 。 現 時 点(2006年1月)で の 最 新 版 は2005年
7月 に リ リー ス さ れ たVersion5.2であ る 。 詳 し く は,http://www.wolfram.
com/を参 照 せ よ 。
2)組 み 込 み 関 数 の 数 は,筆 者 の 利 用 して い るVersion5.0では1226,またVersion
5.1では1270もあ る。
3)uzawa[2001],鵜沢[2000a,2000b,2001,2002,2005]を参 照 せ よ。
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する。 コブニダグラス型効用関数のときの,消 費者均衡点をMATHEMATI-
CAの数式処理計算で求める。第2節 では,コ ブ=ダ グラス型効用関数のパ ラ
メータを指定 して,3次 元空間における効用曲面を描 く。次に,効 用曲面の特
徴を調べる。 また,3次 元空間における所得制約平面 を求める。 この2つ の図
形を利用 して,消 費者均衡点を表示する。第3節 では,消 費者均衡点の特徴 を
複数の方法で図形的に明らかにする。第4節 では,第1財 の価格変化 による比
較静学をアニメーションで表示 し,価格消費曲線を求める。次に,所 得変化に
よる比較静学 をアニメーションで表示 し,所得消費曲線 を求める。第5節 では,
コブ=ダ グラス型効用関数の場合,嗜 好の程度を示すパ ラメー タを変化させた
ときの,効 用曲面の変化 をアニメーションで示す。次に,嗜 好の程度を示すパ
ラメータを変化 させたときの,消 費者均衡点の移動および効用水準の変化をア
ニメーションで表示する4)。最後の第6節 では,今 後の課題について簡単に述
べる。
1.消 費者行動問題 の設定 とMATHEMATICAによ る解法
議論 を簡単にするために,2財 を消費する,消 費者行動 を次のように定式化
する。
消費者は与えられた予算制約の もとで,効 用 を最大化する。
ここで,財1の 価格,財2の 価格 をそれぞれp1,p2とし,消費者の所得を
mと すると,予 算制約式は
(1)Plx1十P2x2=m
となる。
4)コ ブ=ダ グラス型効用関数の場合,式(2)におけるパ ラメータβの値は消費者の
嗜好 を反映 している。このような3次 元画像 を用いたアニメーションの試みは,
筆者の知 る限 り初 めてである。
MATHEMATICAの経済学への応用(1) 39
また,消 費者の効用関数を次の形で示す ような,コ ブ=ダ グラス型効用関数
とす る5)。
(2)U(x1,x2)=αx1βx2(1一 β)
したがって,消 費者の最適問題は次のように定式化できる6)。
(3)MaxU(x1,x2)=αx1βx2(1一 β)
{X1,X2}
subjecttoPlx1十P2x2=m
さて,MATHEMATICAの数式処理 を利用 して消費者均衡点を求めよう。
コブ=ダ グラス型効用関数をMATHEMATICAの書式に従い,式(4)のよう
に定義する。
(4)u[x1_,x2_,aa_,bb_]:=aa*x1^bb*x2^(1-bb)
こ こで,x1とx2は それ ぞれx1とx2を,ま た,非 負 のパ ラメー タaaとbb
はそ れぞれ,α と βを示す7)。なお,^は べ キ乗 を示す。
まず,第1財 の 限界効 用mu1を 求め よう。 式(5)のよ うに入 力す る と,そ の
答 えが次 の行 に表示 される。
(5)mu1=D[u[x1,x2,aa,bb],x1]
(6)aabbx].-1+bbx21-bb
同様にして,第2財 の限界効用mu2を求めよう。
5)別 のタイプの効用 関数を選ぶ こともできる。 もちろん,消 費者は一般に異 なった
消費水準で効用を最大にする。
6)パ ラメータ αは正数,β は0以 上で1以 下の数 とする。 また,価 格p1,p2は正
数,所 得mは 非負 の数,消 費量X1,X2は非負 の数である。
7)MATHEMATICAではx1,x2,α,およびβな どの記号はもちろん入力や出力
(表示)で き,そ の まま計算 もできる。ここでは入力の便宜 を優先 した。
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(7)mu2=D[u[x1,x2,aa,bb],x2]
(8)aa(1-bb)xlbbx2一bb
消 費者均衡 の点 では,限 界代 替率(す なわち,限 界効用 の比(mu1/mu2))
が価 格比(p1/p2)に等 しくなっていて,さ らに,予 算制約式 を満た してい る8)。
この2つ の条件 を連立 して,x1とx2に つ いて解 くた めに,Solve関数 を用 い
る。式(9)のよ うに入力 す る と,次 の行 にそ れぞれ消 費者均衡 となる,x1とx2
が 求め られ る9)。
(9)so1=Solve[{mu1/mu2-pl/p2=竃O,p1*x1+p2*x2-m==0},{x1,x2}]
叫{x・ 一%'、m・x2-一(一1圭bb)m}}
消費者均衡のときの消費量を需要量 と呼ぶ。
第1財 の需要量xloptは,式⑪のように入力すると得 られる。
(11)xlopt=xl/.sol
叫b睾 、m}
これ は,価 格p1と 所 得mの 関数 とな ってい る。 以後,必 要 に応 じて,xlopt
を第1財 の需要関数 と呼ぶ こ とにす る。
同様 に,第2財 の需要量x20ptは,式⑯ の ように入力す る と得 られ る。
8)ミ クロ経済学の標準的なテキス ト,たとえば,武 隈[1999]あるいは西村[1990]
を参照 されたい。
9)パ ラメー タaaとbbの 値 が数値 で与 え られているとき(た とえば,aa=10,
bb=0.25のとき)は,ラ グランジュ未定係数法で求めることもできる。 また,
この解が最大値 になっていることを確認するプログラムについて も,小林[1996]
を参照せ よ。パラメー タaaとbbの 値が記号で与 えられているとき,小 林のプ
ログラムを用いて求めると,虚 数を含む式が解 として表示 される場合がある。
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(13)x20pt=x2/.sol
叶(-1圭bb)m}
これは,価 格p2と所得mの 関数 となっている。必要に応 じて,x20ptを第2
財の需要関数 と呼ぶことにする。
また,消 費者均衡のときの効用の値,す なわち,間 接効用は,式 ㈲のように
入力 して求めることがで きる。
(15)uOopt=u[xl,x2,aa,bb]/.sol
⑯{aa[b暑、m/肋[一(一1圭bb)m門
要約す ると,コ ブ=ダ グラス型効用 関数の場合,第1財 の需要関数xlopt
は第1財 の価格p1と所得m(お よび効用関数のパ ラメータbb)のみに依存
している。同様 に,第2財 の需要関数x20ptは第2財 の価格p2と所得m(お
よび効用関数のパラメータbb)のみに依存 している10)。また,間 接効用 は,
予想で きるように,第1財 の価格p1,第2財 の価格p2,所得m(お よび効
用関数のパラメータaaおよびbb)に依存 して決まる11)。
2.コブ=ダ グラス型効用関数の場合の消費者均衡点
2.1コ ブ=ダ グラス型効 用関数 のパラメ ータを指定 して,効 用曲面 を描 く
コブ=ダ グラス型効 用 関数u[x1,x2,aa,bb]において,た とえば,aa=10,
bb=0.3のときを考 え る。財1の 消費量 がx1,財2の 消 費量 がx2の と きの効
10)一般には,第1財 の需要関数 も第2財 の需要関数 も,第1財 の価格,第2財 の価
格,お よび所得(お よび効用関数の特徴 を示すパ ラメー タ)の 関数となる。
11)第2節から第4節 までの分析においては,パ ラメータaaとbbの値 はそれぞれ10
と0.3に固定 している。第5節 において,パ ラメー タbbの 変化 を考察す る。す
なわち,嗜 好の変化が消費者均衡点にどの ように影響 を与 えるかを考察する。
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用水 準 は式(4)より,u[x1,x2,10,0.3]であ る。この点(x1,x2,u[x1,x2,10,3])
を3次 元空 間 にプロ ッ トした ものが効用 曲面で ある。
MATHEMATICAで 効 用 曲面 を描 くには,リ ス ト1の ように入力 す る。す
る と,図1が 得 られ る。白黒 印刷 では縞 模様 に見 えるが,効 用水 準 に依存 した,
カ ラーの画像(効 用水準 の低 いほ うか らオ レンジ,黄 色,黄 緑,緑,空 色,青,
紫,そ して赤 へ とカラー ・グラデー シ ョンで表示 されてい る)が 得 られる。効
用 曲面 は原 点か ら右上 方 に丘 の ようになってい るこ とが読み取 れ るで あろ う。
この図形 を再利用 す るた めに,MATHEMATICAで,utilSurface11と名 づ
けてあ る。
utilSurfacel1=Plot3D[
u[xl,x2,10,0.3],{x1,0,10},
{x2,0,10},
PlotPoints→30,
ColorFunction→Hue,
AxesLabel→{"x1","x2","utility"}
]
リ ス ト1
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図1=]ブ=ダ グラス型効用関数の
グラフ
図1を ほぼ真上か ら見 るために,リ ス ト2のように入力すると,図2が 得 ら
れる12)。白黒印刷では右下が りの筋が何本 も見えるであろう。一つの筋は効
用水準が等 しい点の集合(無 差別 曲線)を 示 している。また,何 本 もの別の筋
はそれぞれ効用水準の異なる点の集合を示 してお り,左下か ら右上方に向かっ
て,効 用水準が高 くなっている。
12)MATHEMATICAでは,既 に作成 した画像 を別の角度か ら見る場合 はView-
Point関数を用いるとよい。 このように,一 度画像 を作成 しておけば,簡 単に操
作で き,再 利用が何度でも可能である。
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Show[
utilSurfacell,
ViewPoint→{0,0,5}
]
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リスト2図2図1を ほぼ真上から見た場合
2.2効 用曲面の特徴 をあらわす無差別曲線
等 しい効用水準 をもた らす消費量x1とx2の組み合 わせの点の集合 をx1
-x2平面に射影した(描いた)ものを無差別曲線 という。無差別曲線図(図3)
を得 るためには,MATHEMATICAの関数ContourPlotを用いて,リ ス ト3
のように入力 して もよい。描かれる無差別曲線の数はパ ラメータContoursの
数値 を変更すればよい。
aa=10;bb=0.3;
ContourPlot[
u[x1,x2,aa,bb],
{x1,0,10},{x2,0,10},
ColorFunction→Hue,
Axes→True,
FrameLabel→{"x1","x2"},
Contours→30
]
リ ス ト3
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図3無 差別曲線図
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図4は,図3の 色づけした部分(白黒印刷では影になっている)を取 り除 き,
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口
0246810
x1
図4図3の 影を除いた無差別曲線図
パ ラメー タContoursの数値(30)で 示 され る本 数か らな る,無 差別 曲線群 を
表示 した もの である。
2.33次 元空間における無差別曲線を描 く
3次元空問における無差別曲線を描いてみ よう。まず,効 用曲面を効用水準
に対応 した(x1-x2平面に平行 な)平 面で切断 した図5,お よび,そ の切 り
口(図6)を 示す。切 りロの縁 の部分が効用水準16に対応 した無差別曲線を示
10口
80
ut■ユ■ty4
1口
10
図5効 用水準16で効用曲面
を切断する
100
日0
ut■工■ty4
1〔〕
1口
図6切 り口の縁の部分が,
効用水準16を示す
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している。
図7と 図8は 効用水準40の場合 を示 している。効用水準が高 くなるにした
がって,切 り口の大 きさが小さくなるのが見て取れる。すなわち,図 示された
画像の範囲(x1およびx2が10以下の非負数)で は高い効用水準 を達成する消
費量の組み合わせ(x1,x2)の領域が小 さくなることを示 している。
1口0
8口
utility4
1〔〕
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図7効 用水準40で効用曲面
を切断する
1口O
B〔〕
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1口
図8切 り口の縁の部分が,
効用水準40を示す
図9と 図10に,効用水準16と40に対応する(3次 元空間における)無 差別曲
線がそれぞれ描かれている。真上か らx1-x2平面に射影 した場合が,教 科書
に描かれている無差別曲線である。
util■ty60
1口
図9図6の 縁部分(無差別曲線)
utilitv50
1口
図10図8の縁部分(無差別曲線)
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さて,効 用水準が0よ り16まで4刻 みで描いた無差別曲線を一つの画像に表
示 したものが図11である。同様に,効 用水準40までの無差別曲線群を表示 した
ものが図12,効用水準64までの無差別曲線群を表示 したものが図13,および効
用水準100までの無差別曲線群を表示 したものが図14に描かれている。
AOut■1工ty
0口
図11効用水準16までの無差別曲線群
エロロ
80
0utユユユしv
口 〔〕
図12効用水準40までの無差別曲線群
」…Out■1■tv
口0
図13効用水準64までの無差別曲線群
ut■1■t7
ロロ
図14効用水準100までの無差別曲線群
2.43次 元空間に予算制約平面を描 く
3次元空間における,予 算制約式 を示す(x1-x2平面に垂直な)平 面を次
に表示 しよう。図15は第1財 の価格が100,第2財の価格が200,所得が1000の
場合が示されている。与えられた価格 と所得のもとで購入可能な財の組み合わ
せは予算制約平面の原点側の領域(三 角柱)に あ り,予算をちょうど使い切っ
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ている場合が(xl-x2平面に垂直な)平 面そのもので表されている。
第1財 の価格だけが120に変化 した ときの予算制約平面を図15に追加 した場
合が図16である(図 の左側)。この平面の高さは,図 示するときに必要な高さ
を選ぶ ことができる。
U葛■1■御5ロ utilitVso
図15p1・ ・100,p2=200,m=1000図16左 側 の 平 面 がpl=120,p2=200,
の と き の 予 算 制 約 平 面m=1000の と き の 予 算 制 約 平 面
2.53次 元空間に消費者均衡点を表示する
効用曲面 と予算制約平面が得 られたので,消 費者の最適問題 をグラフ的に解
くことができる。すなわち,効用 曲面を予算制約平面で切断 した切 り口の中で
最大の高 さ(こ れは効用水準を示 している)を もたらす点が消費者均衡点であ
る。第1節 で求めたように,こ の点の座標が(xlopt,x20pt,uOopt)を示 して
いる。
p1=100,p2ニ200,m=1000のときの消費者均衡を示す図17を見てみよう。
図には消費者均衡点が黒丸印(●)で 示 されている。価格 と所得のデータに加
えて,第1財 の需要量(x1)は3,第2財 の需要量(x2)は3.5,最大効用の
値(図 ではutility=のほぼ真下に記載)は(約)33.4と表示 されている13)。
13)画像内のスペースの関係で,第1財 の需要量 はxloptではなくx1,第2財 の需
要量はx20ptではな くx2,最大効用の値はuOoptではな くutilityと表示 してい
る。
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O口P2
=10口
消費者均衡点 xl
1口
図17コ ブ:ダ グ ラス型効用 関数 でaa=
10,bb=0.3のときの消費者均衡点(●)
3.消 費者均衡 点の特徴
3.1効 用水準の高 さを動かして予算制約内の最大効用点を見つける
(その1)
p1=100,p2=200,m・・1000のときの消費者均衡点の特徴 をグラフで確認
しよう。効用水準が33より小 さいとき,効用曲面上の黒丸印(●)は 効用水準
を示す(xl-x2平面に平行 な)平 面 より上にあるので,見 えている(図18か
100
図18効 用水準=25のとき 図19効 用水準=28のとき
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図20効 用水準=31のとき 図21効 用水準=33のとき
10口
U七■1■ty4
100
図22効 用水準=33.5のとき
ら図21)。しか し,図22よ りわ か るよ うに,効 用水 準が33.5の場 合 は,も はや
消費者均衡 点(●)は 見 えない。す なわ ち,消 費者均衡 点の効用水準 は33.5よ
り小 さい ことが わか る。
3.2効 用水準の高さを動かして予算制約内の最大効用点を見つける
(その2)
別の角度から見てみよう。図23から図26には消費者均衡点が見えている。 し
か し,効用水準が33.5より大 きくなると,そ の効用水準 を達成するには効用曲
面が予算制約平面の右側(原 点の反対側)に 出てきている。すなわち,予算の
範囲内では購入不可能であることが見て取れる。図27および図28を参照せよ。
50 商 学 討 究 第56巻第4号
Ox1口xl
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ロutil±:v
1ロロ
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Outユlity
口
消費者均衡点
図23効用水準=24のとき
Ox1
1〔〕0
8口
6〔工
outi工ity
口
消費者均衡点
図24効 用水準==28のとき
口x1
100
60
60
0ut■lity
o 消費者均衡点
図25効 用水準=31のとき
Ox1
?
??
10〔〕
8〔[
60
0util■しV
効用水準=33.5のとき
口
消費者均衡点
図26効 用水準==33のとき
oxl
?
??
1口O
BO
60
0ut■1■しv
効用水準=35のとき
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3.3効 用水準の高さを動かして予算制約内の最大効用点を見つける
(その3)
第1節 の分析 より,p1=100,p2=200,m・1000のときの消費者均衡点に
おける効用水準uOoptはaa=10,bb=0.3を代入 し,計算すると約33.4183で
ある。効用水準33.4前後 をより詳 しく観察 しよう14)。
右下が りの幅 を持 った線が予算制約平面を示 している。また,効 用水準を示
す平面によって切断された効用曲面が右上方に描かれている。図29と図30より,
消費者均衡点(黒 丸印)が 表示されているが,図31と図32に示されているよう
に,効 用水準が33.45以上のときは予算制約の範囲外 になっていることが読み
取れる(予 算平面の原点側 には効用曲面はなく,予算平面の原点の反対側に効
用曲面が現れている)。
ut■樽
xl
o246810
1口
図29効 用水準=33.3のとき
x2
x2
ut]」lit
口2弓681〔 〕
x1
図30効 用水準=33。4のとき
14)図26および図27の画像をほぼ真上か ら見た場合である。ただし,効 用水準の高さ
が異 なることに注意 しよう。
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図32効 用水準==33.5のとき
3.4効 用水準の高 さを動かして予算制約内の最大効用点を見つける
(その4)
図33から図38までには,効 用曲面のうち,予 算制約の範囲内だけを表示す る
領域が示 されている。その領域 を,効 用水準 を示す(x1-x2平面 に平行な)
平面で切断する場合が示 されている。効用水準が33.4以下の場合は,効 用曲面
と消費者均衡点(●)が 見 えているが,効 用水準が33。5になると効用曲面 も消
費者均衡点 も見 えなくなっている。したがって,消 費者均衡のときの効用水準
が33.4より大 きく33.5より小さいことがわかる(図37および図38を参照せよ)。
図33効 用水準=15のとき 図34効 用水準=25のとき
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10x2
図35効 用水準=30のとき
10
図36効 用水準=32のとき
図37効 用水準=33.4のとき
ut■1ユtY4D
1口
図38効 用水準=33.5のとき
4.価格消費曲線と所得消費曲線
4.1価 格変化 の比較 静学
第1財 の価格 が200,150,100と下 落す る とき,消 費者均 衡 点 は どの よ うに
変化 す るか を見 てみ よう。 た だ し,第2財 の価 格 は200,所得 は1000に固定 さ
れてい る15)。
15)ちなみに,そ れぞれの場合の消費者均衡点における効用水準 を有効数字6桁 表示
す ると,27.1441,29.5908,および33.4183である。図ではそれぞれの場合 につ
いて,消 費者均衡点(●)が 表示 されている。
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図39と図40には,,第1財の価格が200のときの状況が描かれている。2つ の
図において,(x1-x2平面に垂直な)予 算制約平面の高さは消費者均衡点にお
ける効用水準を示 していることに注意しよう。効用水準=20のときには,予 算
の範囲内で達成できることがわかる。最初の消費者均衡点は黒丸印(●)で 示
されている。
第1財 の価格が150に下落すると,予算制約平面は第2財 の消費量5を 軸に
して反時計回 りに回転移動することが図41および図42に表 されている。2番 目
の消費者均衡点(●)と して図42に示 されている。
〔〕0
5口
4口
口ut■1コ」ty
図39pl=200で効用水準=20のとき
2口ut■1■ty
図41p1=150で効用水準=28のとき
ty
図40pl=200で 効 用 水 準=27.1の と き
20utility
図42p1=150で効用水準=29.6のとき
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さらに第1財 の価格が下落 し,100の場合が図43と図44に描かれている。一
番右上方に描かれているのが,こ のときの予算制約平面である。3番 目の消費
者均衡点(●)は 図44に示されている。
図45には,第1財 の価格が100に下落 しても,効 用水準が40を達成すること
が不可能であることが示 されている。なぜならば,効用水準40以上を達成する
領域 は予算制約平面の原点側にないか らである。
20ut■1■tv
2番目の
消費者均衡点
3番目の
消費者均衡点
ut■lity
最初の消費者
均衡点
図43p1=100で 効 用 水 準==30.6のと き 図44pl=100で 効 用 水 準=33.4の と き
ty
図45p1=100で効用水準が40のとき
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要約 しよう。第1財 の価格が200から100へと下落するにつれて,第1財 の需
要量が増加 しているのが読み取れる。一方,第2財 の需要量には変化がないこ
とも確かめることができる。
以上の画像 をほぼ真上か ら見たものを図46から図52に示そう。ただし,それ
ぞれの図には効用水準(utility)のほかに,一 番右上の予算平面(ほ ぼ真上か
x2
ut■lit
0246
xl
81〔[
図46pl=200で効用水準=20のとき
x2
ut■1■t
図47pl=・200で効 用 水 準=27.1の と き
x2
Util■t
図48p1=150で効用水準=・28のとき
x2
奴し■ユ■し
図49p1=150で効用水準=29.6のとき
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ら見るので,直 線で表示されている)の場合の第1財 の価格(p1=200,150,
および100の3つのケース),第2財の価格(p2=200),および所得(m=1000)
のデータを追加 してある。
予算制約の範囲内で最大の効用を達成している消費者均衡点(●)を それぞ
れ確認できる。 また,予 算制約を超える領域は達成で きない効用水準であるこ
ともわかる。
x2
util■t
図50p1・100で 効 用 水 準=30.6の と き
x2
ut■ユ■t
図51pl=100で効用水準=33.4のとき
X2
U七■1■t 図52p1・=100で効用水準=40のとき
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4.2価 格消費曲線
第2財 の価格 と所得水準が一定のとき,第1財 の価格の変化に対 して消費者
均衡点がどのような軌跡 を描 くかをアニメーション(紙 面では表示できないの
で,そ の基本画像)で 示そう16)。
図53から図64を見てみよう。第1財 の価格p1が30から300まで変化するとき,
第1財 の需要量は10単位から1単位へ減少 し,第2財 の需要量は第1財 の価格
1ロロ
8D
60util■tv
x21D
図53pl=30の場合
utility
図54p1=40の場合
utユユity
図55p1=50の場合 図56pl・=60の場 合
16)紙 幅 の 制 約 の た め,そ の 一 部 分 を 掲 載 す る 。 す べ て の 画 像 を 含 む ア ニ メ ・一…シ ョ ン
は 私 のWebペ ー ジURL:http://www.otaru-uc.acjp/～uzawa/welcomej.htm1から
辿 れ る 場 所 に掲 載 す る 予 定 で あ る 。
utility
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utility
図57p1・=70の場 合
図59p1=100の場合
utility
59
utility
図58p1=90の場合
図60p1・=120の場 合
「
utilitY
図61p1・=150の場 合
utility
図62p1=180の場合
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が変化 して も影響を受けず に,3.5単位である。すなわち,第1節 で求めた第
1財の需要関数xlopt,第2財の需要関数x20ptの特徴 を図で確認できる。
図63p1=250の場合 図64pl=・300の場 合
価格消費曲線、を3次 元空間に描いたものが図65である。図66は図65をほぼ真
上か ら見たものである。すでに指摘 したように,コ ブ=ダ グラス型効用関数の
場合,第2財 の需要量が第1財 の価格から独立に決まっていることを見て取れ
る。
ut±1ユty6口
図65コ ブ=ダグラス型効用関数の
ときの価格一消費曲線
x2
10 臨しiユ■tv
口24681口
x1
図66図65をほぼ真上から見た場合
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4.3所 得消費曲線
次に,所得のみが変化 したときの消費者均衡点の軌跡を(画像数の少ない)
アニメーションで示そう(図67より図70を参照せ よ)。2つの財の価格 に変化
がな く,所得のみが増加す ることは(x1-x2平面に対 して垂直な)予 算制約
平面が(xl-x2平面上での)傾 きを変えずに平行移動する。それぞれの所得
制約平面に対 して,消 費者均衡点が黒丸印(●)で 示 されている。消費者均衡
点の軌跡が所得消費曲線である。
ut■1]Lty60
10
図67m=500の場合
ut■lity60
1口
図68m・1000の 場 合
1口O
BO
uし且 ■ty6ロ
1口
図69m=1500の場合
ut■1■tv60
1口
図70m=2000の場合
所得のみが変化 した場合の消費者均衡点の軌跡を一枚の図に表示すると,図
71および図72となる。コブ=ダ グラス型効用関数の場合は,こ の軌跡が直線 と
62商 学 討 究 第56巻 第4号
な るこ とが図か ら読 み取 れる。実際 に,第1節 の結 果 よ り計算 す る17)と,
x2=((1-bb)/bb)(p1/p2)x1
となる。p1=100,p2=200,bbニ0.3のときは,
x2=(7/6)x1
であ る。 直線の グラ フの傾 きが1よ り大 きい こ とが図72から読み取れ る。
ut■lity6
図71コブ=ダグラス型効用関数の
ときの所得消費曲線
x2
1口 翫 エエ1しy
0246810
x1
図72図71をほぼ真上から見た場合
5.嗜 好の変化 を反映す る効 用曲面 と消費者均衡点
5.1嗜 好を示すパラメータbbに対応する効用曲面の変化
コブニダグラス型効用関数のパラメータbbが変化 したときの,効 用曲面の
変化 を次 にアニメーションで示そう(図73より図83を参照せ よ)。パ ラメータ
bbおよび(1-bb)が消費者の第1財 お よび第2財 への嗜好の程度を示 して
いる。
極端なケースがbb=0およびbbニ1のときである。bb=0の ときは図73よ
り明らかなように,こ の消費者は第1財 からの効用 を得ていない。すなわち,
17)所得mを 第1財 の需要関数xloptおよび第2財 の需要関数x20ptから消去する。
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効用水準は第2財 の消費量のみに依存 している。逆に,bb=1のときは図83よ
り明 らかなように,こ の消費者 は第2財 からの効用を得ていない。すなわち,
効用水準は第1財 の消費量のみに依存 している。
図74より図82から読み取ることができるように,bbの値が1未 満の正数の
ときはbbの値が大 きくなるに従って,第1財 をより重要視 していることを表
している18)。
1口X2
〔〕
図73bb=0の とき
1口0
75
utility5〔〕
1口X2
o
図74bb・ ・O.1のと き
100
;ξ・・・…V
1口x2
口
図75bb=0.2の と き
1〔〕〔〕
75
ut■litY
5e
1口x2
e
10口
ξ卜 ・・…
図76bb=0.3の と き
18)カラーの画像 では次の ことが確認できる。すなわち,パ ラメータbbが0か ら1
に向かって大 きくなるとき,第1財 の消費量 と第2財 の消費量のある組(x1,x2)
を見 てみ ると,そ の効用水準を示す色が赤,オ レンジ,黄 色,黄 緑,緑 色の方
向に変わ っている。す なわち,効 用水準が上昇 している。 白黒画像の場合 はや
や読み取 りにくいが,た とえば,x1=10,x2=1の点に着 目すると,効 用水準
の変化を読み取ることができる。
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図77 bb=O.4のと き 図78 bb=0.5のと き
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図79 bb=0.6のと き 図80 bb==O.7のと き
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図81 bb=0.8のと き 図82 bb=0.9のと き
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1口X2
砦。
ut■工zty
5〔}
e
図83bb=1の と き
5.2嗜 好の変化に対応する消費者均衡点の変化
コブ=ダ グラス型効用関数のパ ラメータbbのみが変化 した ときの消費者均
衡点(図 では黒丸印●で示す)の 変化をアニメーションで見てみよう(図84よ
り図94を参照せよ)。パラメータbbの増加 に対 して,予算制約を満たしなが ら,
第1財 の需要量xloptは増加 し,第2財 の需要量x20ptは減少することがわ
かる。
各図の左上に消費者均衡点の効用水準,右 下に第1財 および第2財 の需要量
が示 されている。また,コ ブ=ダ グラス型効用関数のパラメータは画面左下に
表示 され,価 格 と所得データは中央にある所得平面上に示されている。
10x2
1口0
8口
6口
outility
巨肖費者均衡剣
図84bb=Oの 場合
1Dx2
10D
8口
6〔〕
ouしエユ■しy
Eiillll者均鯨1
図85bb=0.1の 場 合
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図90 bb=O.6の場 合 図91 bb=O.7の場 合
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図92bb=0.8の 場 合
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図93bb=・O.9の場 合
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図94bb=・1の 場 合
5.32次 元グラフによる,嗜 好の変化に対応する消費者均衡点の比較
無差別曲線 と所得制約線を考慮 した2次 元のグラフを用いて,コ ブ=ダ グラ
ス型効用関数のパ ラメータbbが0か ら1ま での場合,そ れぞれの消費者均衡
点がどのように変わるかを表示 しよう。すでに説明 したように,bb=0の と
きは無差別曲線 は水平線 となる(図95)。bbの値が大きくなるに したがって,
無差別曲線は垂直 に近 くなってい く(図96より図104を参照せよ)。bb=1の
とき,無差別曲線は垂直 となる(図105)。
予算制約線が同じ場合でも,パ ラメータbbの異なる消費者は異なった消費
の組み合わせで効用 を最大にしていることがわかる。図にはパ ラメータbbの
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値 と最大化 された効用水準(utility)が示 されている19)。
3次元の画像の際に指摘 したように,パ ラメータbbの増加 に対 して,予 算
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19)消費者均衡点では,予算制約線と無差別曲線が互いに接していることを考慮 し,
代表的な無差別曲線をいくつか描いてある。無差別曲線同士の間隔(効用水準の
差を反映している)が同じでないのはそのためである。
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制約を満たしなが ら,第1財 の需要量xloptは増加 し,第2財 の需要量x20ptは減少す
るこ とがわか る。
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参考のために,第1節 で求めたuOoptを利用 して,bbの 変化に対応 した最
大効用のグラフを描 こう。
＼
、、、
ut
b1コ冨
L1
1
tw= 10口.
賦
消費者均衡点
MATHEMATICAの経済学への応用(1)
u〔}opt
9[}
B口
70
60
50
4口
3口
bb
O.20.4口.60.81
図106パ ラメータbbに 対応
した最大効用
d(U口OP切ノd〔bb)
2口0
100
一1口0
図107bbに お けるuOopt曲
線の傾 き
刀
bb
図106の グ ラ フ で,最 小 の 効 用 を も た ら す パ ラ メ ー タbbの 値 を 求 め る に は,
ま ずuOoptの 式 ㈲ を 第1節 よ り呼 び 出 し て お く。
uOopt
{2-2+4bb5-1+3bb(1000-1000b]○>1-bb]○]Obb}
uOopt曲線 の 傾 き を 計 算 す る た め に,uOoptのbbに 関 す る 微 分 を 求 め た め
に,次 の よ う に 入 力 す る と,非 常 に 複 雑 な 式 に な る 。
udif=D[uOopt,bb]
{24bb5-1+3bb(1000-].000bb)1-bbbbbbLOg[2]十
32-2+4bb5-1+3bb(1000-=LOOObb)1-bbbbbbLOg[5]十
2-2+4bb5-1+3bb(1000-1000b]b)1『bb]○]bbb
1000(1-bb)一
、。。。_、 。。。bb一L・g[1000-1000bb]+
2-2+4bb5-1+3bb(1000-1000bb)1-bbbbbb(1ヨ工ー、og[]b】b])}
し か し な が ら,上 式 を 簡 単 化 す る た め に,MATHEMATICAで
Simplify[udif]
と 入 力 す る と,簡 単 化 さ れ て 次 の よ う に な る 。
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{-2521+bb(1-bb)1-bbbbbb(1.Og[1-bb]一工10g[2bb])}
udifのグ ラ フ は 図107に 描 か れ て い る 。udif=0,す な わ ち,d(uOopt)/d
(bb)=0と す るbbがuOoptを 最 小 に す る 値 で あ る 。 こ の 値 は,MATHE-
MATICAのFindRoot関 数 を 用 い,次 の よ う に し て 求 め る こ と が で き る 。
FindRoot[udi」E・=O,Ibb,O.1}]
{]b]b→0.333333}
し た が っ て,uOoptを 最 小 に す る パ ラ メ ー タ の 値 はbb=0.333333であ る こ
とが わ か る 。
6.今 後の課題20)
この小論では,消 費者がコブ=ダ グラス型効用関数を持っているときの消費
者均衡理論について数式処理 ソフ トMATHEMATICAを用いて計算 し,画像
表示 したものを紹介 した。特 に,ア ニメーションを用いることにより,消費者
均衡点の特徴を明らかにすることができた。 もちろん,こ れはモデルの基本的
な設定 にコブ=ダ グラス型効用関数 を使用 したことによる,簡 単化 もある。
一方,画 像作成の際,数 値のゼロの取 り扱いに注意 しないと,MATHE-
MATICAでは画像合成の際にエラーが生 じることがある。複雑な画像合成の
ときは特 に注意が必要である。
ギッフェン財が存在するような効用関数の例について画像 を作成済みである
ので,そ の他の効用関数の例とともに,次 回以降紹介 していきたい。
また,生 産者の理論 も同様 に扱 うことがで きる。 ミクロ経済学の内容 につい
て画像 を中心にした形で学習で きる素材 を 「経済学をはじめて学ぶ」学生に提
供できれば良いと考えている。
20)カラー印刷については,紀 要編集予算の制約のため,可 能性が非常 に少 ない。 し
たがって,こ れについての記述は避 けたいと思 う。Webペ ージにカラーのアニ
メーションを掲載す ることで補完 したい と思う。
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Summary:
Inthispaper,ItrytodemonstrateMA・THEMATICA'sabilitytohelpyouunder-
standingofmicroeconomics,inparticular,consumerequilibriumtheory.Insection
1,Isetupconsumer'soptimizationproblemwithaCobb=Douglasutilityfunction.
Then,usingMATHEMATICA,Igettheconsumerequilibrium.Insection2,the
Utilitysurfaceina3-dimensionalspac6isdepictedunderpossibleparameters.
Next,Ishowanincomeconst士aintina3-dimensionalspace,namely,incomeplane.
Iusethesetwographicstogettheconsumerequilibriumpoint.Insection3,the
characteristicsofconsumerequilibriumpointareelucidatedbyseveralgraphical
pointsofview.Insection4,Ipresentimagesofthecomparativestatics.The
price-consumptioncurveisshownusinganimationwhereonlypriceofgoodlcan
bechanged.Theincome-consumptioncurveisalsoshownusillganimationwhere
onlyincomeごanbechanged.Insection5,Ishowtheanimationofchangingutility
surfacesdependingonutilitypreferenceparameteroftheCobb=Douglasutility
`
function.Then,Igetcomparativestaticsofconsumerequilibriumpointswhere
onlyparameterofutilitypreferencecanbechanged.Itmaybeafirstgraphical
representationinthe3-dimensionalspace.Infinalsection,someremarksarein
order.
